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Введение

Волоконно-оптические системы связи составляют основу мировой ком
муникационной инфраструктуры, поскольку они обеспечивают 99% гло
бального трафика данных. С тех пор, как в 1970-х годах появились воло
конно-оптические линии связи, многие технологические достижения, такие
как волоконные усилители с эрбиевым покрытием (EDFA), мультиплекси
рование с разделением по длинам волн (WDM), управление дисперсией,
прямое исправление ошибок, усиление комбинационного рассеяния и т.д.,
трафик данных экспоненциально рос. Продолжающийся экспоненциаль
ный рост сетевого трафика подталкивает текущую технологию, скорость
передачи данных которой увеличивалась несколько десятилетий, к её пре
делам. Системы и сети оптической передачи пятого поколения работают
с когерентным детектированием, улучшенными многоуровневыми форма
тами модуляции и методами цифровой обработки сигналов, с канальными
скоростями, превышающими 100 Гбит/с. Ключом к прорыву было умень
шение влияния наиболее важных линейных искажений, таких как диспер
сия хроматического волокна и моды поляризации. В современных когерент
ных волоконно-оптических системах входной сигнал восстанавливается с
точностью, допускаемой шумом канала и остаточными эффектами переда
чи, которые не выравниваются методами цифровой обработки сигналов.
Таким образом, шум и нелинейность становятся ключевыми факторами,
которые ограничивают работу когерентных систем.

Нелинейные эффекты в оптическом волокне в настоящее время яв
ляются основным ограничивающим фактором в современных волоконно
оптических системах связи. Большинство используемых сегодня техноло
гий передачи данных не могут учитывать нелинейные эффекты, поскольку
они изначально разрабатывались для линейных (проводных или беспровод
ных) каналов связи. Поэтому воздействие нелинейности волокна, хоть оно
физически понятно, часто ошибочно воспринимается как случайный шум.
За последние 40 лет существенные улучшения в скорости передачи данных
были получены путём пошаговых изменений в общей парадигме линейной
передачи. Тем не менее, есть много свидетельств того, что эта тенденция
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закончится в течение следующего десятилетия. Таким образом, существует
явная необходимость в радикально других подходах к кодированию, пере
даче и обработке информации, учитывающих нелинейные свойства оптиче
ского волокна.

Одним тревожным фактором является то, что спектральная эффек
тивность волоконно-оптических каналов ограничена существующими ме
тодами и начинает уменьшаться при высоких мощностях сигнала из-за на
личия нелинейности волокна. Даже с многомодовыми / многоядерными
оптоволоконными системами, которые были недавно предложены в каче
стве альтернатив для увеличения спектральной эффективности, нельзя из
бежать влияния нелинейности. Таким образом, без радикальных новшеств
в инфраструктуре физической сети мы столкнемся с тем, что часто назы
вают кризисом пропускной способности. Признание этого факта было точ
кой, с которой начинались поиски альтернативных решений. В настоящее
время очевидна необходимость в по-настоящему новой парадигме нелиней
ной коммуникации, включающей новые методы кодирования, передачи и
обработки информации. Проще говоря, емкость нелинейного оптического
волокна еще не полностью использована.

В последние годы были предприняты значительные усилия по умень
шению негативного воздействия нелинейности волокна с помощью различ
ных методов компенсации [1]. Однако при развёртывании и использовании
этих методов существуют многочисленные проблемы, поскольку большин
ство технологий, используемых для оптического волокна, изначально было
разработано для линейных каналов. В рамках такой «линейной» идеоло
гии нелинейность играет единственную роль искажения сигнала. Поиск
оптимальной конструкции нелинейного канала передачи и способа исполь
зования нелинейности «конструктивным» образом имеет долгую историю.
Интересный подход был предложен Hasegawa и Nyu [2], который выдвинул
идею использования нелинейного спектра сигнала. Эта концепция известна
как «eigenvalue communications», потому что информация была закодирова
на с использованием дискретных собственных значений, возникающих при
разложении сигнала. Эта идея в последнее время вновь стала использовать
ся, как принципиально новая нелинейная коммуникационная техника, ос
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нованная на свойстве интегрируемости нелинейного канала и связанного с
этим нелинейного преобразования Фурье [3]. Основной целью этого предло
жения является практическая разработка парадигмы «интегрируемой оп
тической передачи» для сверхвысокоскоростных оптических систем связи
на основе применения нелинейного преобразования Фурье (НПФ) для коди
рования и обработки сигналов. Успешная реализация данных идей должна
дать однозначный ответ на вопросы: «Каков истинный предел пропускной
способности нелинейного волоконного канала?» и «Как мы можем достичь
этого?». Это означает, что когда ограничения, связанные с «линейными
методами», уменьшаются, мы ожидаем увеличения «продуктивности» во
локна, при этом нелинейность работает как конструктивный элемент для
повышения скорости передачи.

В рамках данной работы, мы пытаемся сделать первый шаг в поиске
применения нелинейного преобразования Фурье в современных оптических
линиях связи. Целью работы является применение нелинейного преобра
зования Фурье к стандартным оптическим сигналам, таких как OFDM и
WDM, и изучение характеристик данных сигналов с точки зрения нелиней
ной парадигмы распространения сигнала. Также сигналы исследуются на
предмет существования в них когерентных структур — солитонов, опреде
ляются критерии их существования и их влияние на распространение. Для
исследования используются существующие численные алгоритмы нелиней
ного преобразования Фурье, а также их модификации.
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Глава 1

Теория

1.1. Нелинейные эффекты в оптических волокнах

Как в большинстве физических систем, так и волоконной оптике, су
ществуют нелинейные эффекты, порождающие эффекты и явления, влия
ющие на распространение сигнала и приводящие к потерям информации в
оптических линиях связи. Нелинейность волокна является неотъемлемым
свойством материальной среды, зависящим от уровня передаваемой мощно
сти. Увеличение мощности сигнала было необходимым для использования
WDM систем. Как следствие, возникла необходимость учитывать нелиней
ные эффекты, которые становятся ощутимыми, когда интенсивность излу
чения становится выше пороговой, а также при распространении на боль
шое расстояние, когда влияние нелинейности волокна накапливается.

Нелинейности могут быть разделены на две группы: связанные с эф
фектами рассеяния (рассеяние Рамана и Бриллюэна) и эффектами Керра.
При рассеянии лазерный импульс может взаимодействовать с акустически
ми фононами (вынужденное обратное рассеяние Бриллюэна-Мандельшта
ма) и оптическими фононами (вынужденное рамановское или комбинаци
онное рассеяние). При таком взаимодействии сигнал смещается в область
более длинных волн.

Эффект Керра заключается в изменении коэффициента преломления
среды под действием электрического поля. В таком случае, показатель пре
ломления будет зависеть от интенсивности излучения, и будут возникать
такие эффекты, как фазовая самомодуляция, фазовая кросс-модуляция,
модуляционная неустойчивость, четырехволновое смешение, а также фор
мирование солитонов. Последние являются в настоящее время объектом
пристального изучения, в результате вновь возникшего интереса к соли
тонным линиям связи. Сама идея использовать такие линии связи была
предложена в 1973 году [4], а после наблюдения оптических солитонов в
1980 г. [5], привлекла особое внимание [6, 7].
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1.2. Нелинейное преобразование Фурье

1.2.1. Нелинейное уравнение Шредингера

Метод при котором по рассеянным данным восстанавливаются усло
вия, при которых происходило рассеяние, широко используется учеными
в различных областях науки. Один из ярких примеров это работа Хан
са Гейгера и Эрнеста Марсдена под руководством Эрнеста Резерфорда
в 1909 году по определению размера атомного ядра [8]. В данной рабо
те они бомбардировали 𝛼-частицами мишень из нескольких сверхтонких
слоев золотой фольги. Обнаружив, что некоторые частица отклонялись на
углы более 90𝑜, было заключено, что основная масса атома сосредоточена
в очень маленьком положительно заряженном пространстве. С развитием
квантовой механики, метод определения коэффициентов отражения и про
хождения для потенциальных барьеров стал неотъемлемой частью пони
мания принципов работы квантовых систем. Гораздо позже аналогичный
принцип начал использоваться учеными для решения одномерных уравне
ний в частных производных, где определяя данные рассеяния в вспомо
гательных задачах, можно получить необходимые решения задачи Коши
для таких уравнений. Метод обратной задачи рассеяния (МОЗР) прекрас
но продемонстрировал свою эффективность: в 1967 году в работе Гарднера
[9] был описан способ применения данного метода для уравнения Корте
вега-де-Вриза. Данный способ заинтересовал многие группы ученых, и че
рез несколько лет, в 1972 году, В. Захаров и А. Шабат выпустили работу
[3], где метод МОЗР был обобщен на матричные операторы.

Частным случаем такой задачи является Нелинейное (или кубическое)
уравнение Шредингера (НЛУШ), которое в безразмерных величинах вы
писывается в виде

𝑖
𝜕𝑞

𝜕𝑧
+

1

2

𝜕2𝑞

𝜕𝑡2
+ 𝜎|𝑞|2𝑞 = 0, (1.1)

где 𝑞(𝑡, 𝑧) это комплексная функция, описывающая оптический сигнал в за
висимости от временной координаты 𝑡 и пространственной 𝑧. Данное урав
нение возникает при описании разного рода задач в исследованиях нели
нейных сред с дисперсией. Оно описывает огибающую волнового пакета в
среде с дисперсией и кубической нелинейностью и используется для опи
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сания электромагнитных волн в плазме, нелинейных кристаллах, а также
для описания распространения сигнала по оптоволокну.

Для перехода в размерные единицы необходимо произвести замены

𝜏 =
𝑇

𝑇0
𝑡 , 𝑍 =

𝑇 2

𝑇 2
0

1

|𝛽2|
𝑧 , 𝑄 =

√︃
|𝛽2|
𝛾 𝑇 2

𝑇 2
0

𝑞 , (1.2)

в результате которых уравнение (1.1) примет вид

𝑖
𝜕𝑄

𝜕𝑍
− 𝜎

𝛽2
2

𝜕2𝑄

𝜕𝜏 2
+ 𝛾|𝑄|2𝑄 = 0. (1.3)

Под 𝑇 подразумевается размерный временной интервал, соответствующий
безразмерному интервалу 𝑇0, 𝛽2 — дисперсия групповой скорости, 𝛾 — ко
эффициент нелинейности Керра.

1.2.2. Задача Захарова-Шабата

Основная идея метода, предложенного Захаровым и Шабатом, заклю
чалась в переходе от нелинейного уравнения к операторному уравнению
следующего вида:

𝜕𝐿

𝜕𝑧
= [𝑀,𝐿] = 𝑀𝐿− 𝐿𝑀, (1.4)

где 𝑀 и 𝐿 — матричные операторы размерности 2 × 2, а сама пара опера
торов называется парой Лакса [10]. Нахождение пары Лакса представляет
из себя нетривиальную задачу, требующую от исследователя творческого
мышления и неиссякаемого оптимизма, так как не существует универсаль
ного метода для нахождения пары операторов, удовлетворяющих уравне
нию (1.4), и приводящего к искомому нелинейному уравнению.

Вид операторов M and L для НЛУШ известен:

L = 𝑖

[︃
𝜕𝑡 −𝑞(𝑡, 𝑧)

−𝜎𝑞*(𝑡, 𝑧) −𝜕𝑡

]︃
M = 𝑖

[︃
𝜎 𝜕2

𝜕𝑡2 + 1
2 |𝑞|

2 −𝜎𝑞 𝜕
𝜕𝑡 −

1
2𝜎𝑞𝑡

−𝑞* 𝜕
𝜕𝑡 −

1
2𝑞

*
𝑡 −𝜎 𝜕2

𝜕𝑡2 −
1
2 |𝑞|

2

]︃

где 𝑞(𝑡, 𝑧) было определено ранее в (1.1).
Уравнение (1.1) является условием совместимости двух линейных урав

нений:
𝐿Ψ = 𝜉Ψ, (1.5)
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𝜕Ψ

𝜕𝑧
= 𝑀Ψ. (1.6)

Спектральный параметр 𝜉 в общем случае является комплексным. Однако
часто данное обозначение используют для обозначения вещественного па
раметра, а в случае, когда хотят подчеркнуть то, что параметр находится
в верхней комплексной полуплоскости, используют обозначение 𝜁. Прямая
задача Захарова-Шабата заключается в решении спектральной задачи для
оператора L (1.5), и может быть выписана в виде системы{︃

𝜕𝑡𝜓1 = −𝑖𝜉𝜓1 + 𝑞𝜓2

𝜕𝑡𝜓2 = −𝜎𝑞*𝜓1 + 𝑖𝜉𝜓2

. (1.7)

или в матричном виде

𝜕Ψ(𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑄(𝑡, 𝑧)Ψ(𝑡), (1.8)

Ψ(𝑡) — комплексная вектор-функция от вещественной переменной 𝑡,𝑄(𝑡, 𝑧)

— комплексная матрица, зависящая также от комплексной переменной 𝑧:

Ψ(𝑡) =

(︃
𝜓1(𝑡)

𝜓2(𝑡)

)︃
, 𝑄(𝑡, 𝑧) =

(︃
−𝑖𝜉 𝑞(𝑡, 𝑧)

−𝜎𝑞*(𝑡, 𝑧) 𝑖𝜉

)︃
. (1.9)

В большинстве задач переменная 𝑧 фиксирована и обозначается либо как
𝑧0, либо как 𝑧 = 0, то есть условие берется в начале координатной сетки.
В таком случае говорят, что поставлена задача Коши для системы (1.7) с
начальным условием 𝑞(𝑡, 𝑧 = 0), которое является начальным распределе
нием поля, также называемым "рассеивающим потенциалом".

Для решения системы (1.7) сделаем предположение, что 𝑞(𝑡, 𝑧0) =

𝑞0(𝑡) — быстроубывающая на бесконечности функция. Мы можем выде
лить два линейно независимых решения при 𝑡→ ±∞:

Φ−
1 =

[︃
1

0

]︃
𝑒−𝑖𝜉𝑡 и Φ−

2 =

[︃
0

−1

]︃
𝑒𝑖𝜉𝑡 𝑡→ −∞, (1.10)

Φ+
1 =

[︃
1

0

]︃
𝑒−𝑖𝜉𝑡 и Φ+

2 =

[︃
0

1

]︃
𝑒𝑖𝜉𝑡 𝑡→ +∞. (1.11)
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Из них можно построить две матрицы фундаментальных решений Φ− =

(Φ−
1 ,Φ

−
2 ) и Φ+ = (Φ+

1 ,Φ
+
2 ), которые связаны друг с другом матрицей рас

сеяния S

Φ− = Φ+𝑆, 𝑆 =

(︃
𝑎 𝑏*

𝑏 −𝑎*

)︃
. (1.12)

Для действительных параметров 𝜉 коэффициенты 𝑎, 𝑏 могут быть опреде
лены следующим образом:

𝑎(𝜉) = lim
𝑡→∞

𝜙1(𝑡, 𝜉)𝑒
𝑖𝜉𝑡,

𝑏(𝜉) = lim
𝑡→∞

𝜙2(𝑡, 𝜉)𝑒
−𝑖𝜉𝑡 (1.13)

где скалярные функции 𝜙1,2 — компоненты вектора Φ−
1 .

Это решение можно интерпретировать как абстрактную волну 𝑣− на
бегающую на потенциал слева, частично переходя в волну справа 𝑏𝑣− с
коэффициентом прохождением 𝑏(𝜉) и в волну слева 𝑎𝑣+ с коэффициентом
отражения 𝑎(𝜉) (Рис. 1.1).

V
_

a(ξ)V +

b(ξ)V
_

Рис. 1.1: Scattering

Все спектральные данные определяются через коэффициенты 𝑎(𝜉) и
𝑏(𝜉). Для непрерывного спектра, расположенного на всей вещественной
прямой, коэффициент отражения определяется по формуле:

𝑟(𝜉) =
𝑏(𝜉)

𝑎(𝜉)
, 𝜉 ∈ R. (1.14)

Для параметра 𝜉 = 𝜁, при Im 𝜁 > 0, нули коэффициента 𝑎(𝜁𝑛) опреде
ляют дискретный спектр 𝜁𝑛, для 𝑛 = 1...𝑁 , 𝑁 — количество дискретных
собственных значений, а параметр

𝑐𝑛(𝑧) = 𝑐(𝜁𝑛, 𝑧) =
𝑏(𝜁𝑛)

𝑎′(𝜁𝑛)
, где 𝑎′(𝜁𝑛) =

𝜕𝑎(𝜁)

𝜕𝜁
|𝜁=𝜁𝑛, (1.15)



12

является фазовым коэффициентом.
Полученные коэффициенты являются так называемыми "данными

рассеяния" определяющими исходный потенциал 𝑞0(𝑡). Для того, чтобы
найти эволюцию этих данных, необходимо воспользоваться уравнением (1.6).
Результат этого вычисления мы можем выписать в виде зависимости коэф
фициента 𝑏(𝜉, 𝑧) от переменной 𝑧:

𝑏(𝜉, 𝑧) = 𝑏(𝜉, 𝑧0)𝑒
−2𝑖𝜉2(𝑧−𝑧0), (1.16)

выражающуюся в домножении на фазовый множитель 𝑒−2𝑖𝜉2(𝑧−𝑧0). Пара
метр 𝜉 соответствует как непрерывному, так и дискретному спектру 𝜉 = 𝜁.
Таким образом зависимость данных рассеяния от 𝑧 представима в виде:

𝑟(𝜉, 𝑧) = 𝑟(𝜉, 𝑧0)𝑒
−2𝑖𝜉2(𝑧−𝑧0), 𝑐𝑛(𝑧) = 𝑐𝑛(𝑧0)𝑒

−2𝑖𝜁2𝑛(𝑧−𝑧0). (1.17)

Данные рассеяния формируют ядро Ω(𝑧) = Ω𝑠𝑜𝑙(𝑧) + Ω𝑟𝑎𝑑(𝑧), где

Ω𝑠𝑜𝑙(𝑧) =
𝑁∑︁
𝑛

𝑐𝑛(𝑧)𝑒−𝑖𝜁𝑛𝑧, (1.18)

Ω𝑟𝑎𝑑(𝑧) =
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑑𝜉𝑟(𝜉, 𝑧)𝑒−𝑖𝜉𝑧. (1.19)

Отметим тот факт, что при отсутствии дискретного спектра, ядро сводится
к (1.19), которое представляет из себя ни что иное, как преобразование
Фурье.

Последним этапом НПФ является восстановление сигнала из данных
рассеяния. Для того, чтобы восстановить сигнал 𝑞(𝑡, 𝑧) в необходимой точ
ке 𝑧, полученное ядро Ω(𝑧) необходимо подставить в пару интегральных
уравнений, которые носят название "уравнения Гельфанда-Левитана-Мар
ченко" (ГЛМ):

𝐴*
1(𝑡, 𝑠) +

𝑡∫︁
−𝑠

Ω(𝑠+ 𝜏)𝐴2(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 = 0, (1.20)

−𝐴*
2(𝑡, 𝑠) +

𝑡∫︁
−𝑠

Ω(𝑠+ 𝜏)𝐴1(𝑡, 𝜏)𝑑𝜏 + Ω(𝑡+ 𝑠) = 0, (1.21)
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где параметры находятся в пределах −𝑡 ≤ 𝑠 < 𝑡 и 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 , Ω(𝑡) ≡
Ω(𝑧 = 0, 𝑡). Пара функций 𝐴1 и 𝐴2 составляют решение уравнений ГЛМ.
После нахождения функций 𝐴1 и 𝐴2, восстановление сигнала происходит
по простой формуле

𝑞(𝑧, 𝑡) = −2𝐴*
2(𝑡, 𝑡). (1.22)

1.2.3. Схема нелинейного преобразования Фурье

В заключение подведем итог вышеприведенным этапам. Нелинейное
преобразование Фурье является аналитическим методом решения задачи
Коши для нелинейных эволюционных уравнений. Основные этапы метода
проиллюстрированы на Рис. 1.2:

∙ Решить прямую задачу рассеяния: по заданному начальному условию
𝑞(𝑡, 0), найти данные рассеяния Ω(0)

∙ По Ω(0) найти Ω(𝑧), используя формулы для эволюции данных рас
сеяния

∙ Решить обратную задачу рассеяния: по данным рассеяния Ω(𝑧) вос
становить функцию 𝑞(𝑡, 𝑧) - искомое решение задачи Коши

Рис. 1.2: Принципиальная схема метода нелинейного преобразования Фу
рье

На первом этапе определяются нелинейный спектр и данные рассея
ния для конкретного начального распределения сигнала 𝑞(𝑡, 𝑧0). В зависи
мости от параметра 𝜎, нелинейный спектр может содержать либо только
непрерывный спектр, лежащий на действительной оси (для 𝜎 = −1), либо в
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дополнению к непрерывному также дискретные комплексные собственные
значения при 𝜎 = 1. При этом каждое дискретное значение соответствует
солитону, содержащимся в исследуемом сигнале. На втором этапе форми
руется ядро (1.18) и (1.19), эволюция которого рассчитывается по анали
тической формуле. В завершение, решаются уравнения (1.20) и (1.21) и по
формуле (1.22) восстанавливается сигнал 𝑞(𝑡, 𝑧).

1.2.4. Солитоны

История солитонов начинается фактически в 1834 году, когда Джеймс
Скотт Рассел наблюдал уединенный вал воды в канале, движущийся без
заметного изменения формы или уменьшения скорости на протяжении нес
кольких километров [11]. Такие волны были названы уединенными, а поз
же, в 1965 г., был введен термин солитон для отображения их частицепо
добной сущности [12]. Однако ещё ранее, в 1831 году М. Фарадей [13] опи
сал эффект, при котором мелкий порошок, помещенный на колеблющуюся
поверхность, собирался в мелкие "кучки" которые могли быть как непо
движные, так и движущиеся. Свойства солитонов были изучены в 1960-х
годах, когда был введен метод обратной задачи рассеяния, в рамках кото
рых солитоны возникали как обособленные решения [9].

В XX веке автосолитоны (диссипативные солитоны) активно изуча
лись в физических, химических и биологических системах. Основные ра
боты на эту тему связаны с моделью реакции-диффузии [14, 15], описы
вающей локализованные структуры, возникающие в химических реакциях
активаторов, при протекании тока в плазме, газе и полупроводниках.

В нелинейной оптике солитоны делятся на временные и простран
ственные. Временные солитоны локализованы во времени и сопоставлены
оптическим импульсам, сохраняющим свою форму, а пространственные
— самонаправленные пучки, ограниченные в поперечных направлениях,
ортогональных вектору распространения. Формирование и существование
таких типов солитонов вызвано оптическим эффектом Керра [16–18] —
нелинейным изменением показателя преломления среды, зависящим от ин
тенсивности света и приводящим к пространственной фокусировке (либо
дефокусировке) и временной самомодуляции фазы (СМФ).
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а) б)

Рис. 1.3: Примеры солитонных решений: а) — фундаментальный солитон,
б) — бризер Ахмедиева.

Оптические солитоны делятся на два больших класса: консерватив
ные и диссипативные. Консервативные солитоны создаются вследствие ба
ланса нелинейной фокусировки и линейного расплывания в прозрачных
средах, в которых отсутствует накачка энергии, а потери излучения пре
небрежимо малы. Диссипативные солитоны (автосолитоны) локализуются
в результате баланса притока и оттока энергии в системе. Для них также
может присутствовать эффект уравновешивания линейного расплывания
и нелинейной фокусировки.

Два данных класса солитонов имеют как общие свойства, так и прин
ципиальные отличия, как результат их общей природы, но разного способа
формирования. Набор основных параметров диссипативных солитонов яв
ляется дискретным из-за требования к энергетическому балансу. Это при
водит к их повышенной устойчивости, и, как следствие, диссипативные
солитоны имеют перспективы в различных практических приложениях.
Консервативные солитоны определяются непрерывно меняющимся пара
метром, например, интенсивностью или шириной. В зависимости от спо
соба ввода энергии в оптическую систему, солитоны разделяются на ко
герентные и некогерентные. Когерентные солитоны образуются в пучке
непрерывного когерентного излучения, который определяет частоту и фа
зу. Некогерентный сигнал образует некогерентные солитоны, для которых
общая фаза излучения произвольна.

Из-за наличия шума в реальных системах, реализуется возможность
самопроизвольного перехода между солитонными и бессолитонными струк
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турами. Сам солитон, хоть и не является стабильной структурой, может
существовать продолжительное время, поскольку он устойчив к малым
возмущениям. Переходы могут быть вызваны крупными флуктуациями,
которые маловероятны в реальных системах. Этот факт приводит к одной
интересной особенности, описанной в работе [19], когда в процессе эволю
ции сигнала в системе возникают солитоны.

Исследование оптических солитонов началось в 60-х годах XX века,
когда появились первые оптические нелинейные системы, и стали доступ
ны эксперименты в этой области. Первым примером была статья [20] о
возможности существования пространственного консервативного солитона
в прозрачной среде с самофокусировочной нелинейностью. В дальнейшем
был обнаружен временной солитон в одномодовых волокнах с керровской
нелинейностью [4].

1.2.5. Аналитические решения

Satsuma-Yajima сигнал

В качестве первого аналитического сигнала для которого известен
нелинейный спектр, мы возьмем следующий:

𝑞(𝑡, 0) = 𝐴 sech(𝑡), (1.23)

профиль гиперболического секанса с переменной амплитудой 𝐴. Мы пред
полагаем, что 𝐴 > 0 и действительное, поскольку иначе фазовый множи
тель влияет только на фазу решения 𝑞(𝑡, 𝑧), что в данном контексте нас
не интересует. В 1974 году, Satsuma и Yajima показали, что сигнал (1.23)
является частным решением задачи Захарова-Шабата (1.7), и нашли его
нелинейный спектр.

Они обнаружили, что функция, записанная в следующем виде:

𝜓1(𝑡; 𝜁) =

(︃
𝑦
(1)
1 (𝑠; 𝜁)

−𝐴(𝜁 − 1
2𝑖)

−1𝑦
(2)
1 (𝑠;−𝜁)

)︃
, (1.24)

является функцией Йоста задачи (1.7), где функции 𝑦
(1,2)
1 определены че
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рез:

𝑦
(1)
1 (𝑠; 𝜁) = 𝑠𝑖𝜁/2(1 − 𝑠)−𝑖𝜁/2𝐹

(︂
−𝐴,𝐴, 𝑖𝜁 +

1

2
; 𝑠

)︂
(1.25)

𝑦
(2)
1 (𝑠; 𝜁) = 𝑠1/2−𝑖𝜁/2(1− 𝑠)−𝑖𝜁/2𝐹

(︂
1

2
− 𝑖𝜁 + 𝐴,

1

2
− 𝑖𝜁 − 𝐴,

3

2
− 𝑖𝜁; 𝑠

)︂
(1.26)

в которых 𝐹 (𝛼, 𝛽, 𝛾; 𝑠) — гипергеометрическая функция, 𝑠 ≡ 1−tanh(𝑥)
2 . При

нимая во внимание свойства гипергеометрической функции:

𝐹 (𝛼, 𝛽, 𝛾; 0) = 1

𝐹 (𝛼, 𝛽, 𝛾; 𝑠) =
Γ(𝛾)Γ(𝛾 − 𝛼− 𝛽)

Γ(𝛾 − 𝛼)Γ(𝛾 − 𝛽)
𝐹 (𝛼, 𝛽, 𝛼 + 𝛽 + 1 − 𝛾; 1 − 𝑠) +

+
Γ(𝛾)Γ(𝛼 + 𝛽 − 𝛾)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
(1 − 𝑠)𝛾−𝛼−𝛽𝐹 (𝛾 − 𝛼, 𝛾 − 𝛽, 1 + 𝛾 − 𝛼− 𝛽; 1 − 𝑠)

не составит труда вычислить асимптотику функции 𝜓1(𝑡; 𝜁):

𝜓1(𝑡; 𝜁) →

(︃
1

0

)︃
𝑒−𝑖𝜁𝑡, 𝑥→ ∞ (1.27)

𝜓1(𝑡; 𝜁) →

(︃
Γ2(𝑖𝜁+ 1

2 )

Γ(𝑖𝜁+ 1
2+𝐴)Γ(𝑖𝜁+ 1

2−𝐴)
𝑒−𝑖𝜁𝑡

−𝑖 sin(𝜋𝐴)sech(𝜋𝜁)𝑒𝑖𝜁𝑡

)︃
, 𝑥→ −∞ (1.28)

Функция Γ2(𝑖𝜁+ 1
2 )

Γ(𝑖𝜁+ 1
2+𝐴)Γ(𝑖𝜁+ 1

2−𝐴)
стоящая перед 𝑒−𝑖𝜁𝑡 в последнем выраже

нии есть ни что иное, как коэффициент 𝑎(𝜁), нули которого дают нам дис
кретный спектр задачи (1.7):

𝜁𝑛 = 𝑖

(︂
𝐴+

1

2
− 𝑛

)︂
, (1.29)

где 𝑛 — положительное целое число, удовлетворяющее условию 𝑛 < 𝐴+ 1
2 .

Первое собственное значение появляется при 𝐴 = 1
2 , второе при 𝐴 = 3

2

и так далее. Таким образом для произвольного 𝐴 > 0 число дискретных
собственных значений равно наибольшему целому числу 𝑛, удовлетворяю
щему условию 𝑛− 1

2 < 𝐴.
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Прямоугольный сигнал

Другим примером начального распределения может служить прямо
угольный сигнал с изменяющейся амплитудой:

𝑞(𝑡, 0) =

{︃
𝐴, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1,

0, иначе.
(1.30)

Аналогично с предыдущим типом сигнала мы предполагаем, что 𝐴 >

0 и действительное. Коэффициент 𝑎(𝜁) принимает вид:

𝑎(𝜁) = 𝑒𝑖𝜁

(︃
cos
√︀
𝜁2 + 𝐴2 − 𝑖𝜁√︀

𝜁2 + 𝐴2
sin
√︀
𝜁2 + 𝐴2

)︃
. (1.31)

Данное выражение равно нулю, если выражение в скобках равно нулю, что
приводит нас к трансцендентному уравнению:

cot
√︀
𝜁2 + 𝐴2 =

𝑖𝜁√︀
𝜁2 + 𝐴2

(1.32)

Данное выражение может быть справедливым только для мнимых 𝜁. Каж
дое следующее собственное значение появляется при 𝐴 = (𝑛 − 1

2)𝜋, где 𝑛
— целое положительное число. Эту формулу можно переписать в виде

𝑁 = int[1/2 + 𝐿1(𝑞)/𝜋], (1.33)

где int[...] означает целую часть выражения в скобках, а 𝑁 это количество
солитонов. Первый уровень 𝐿1 нормы, рассчитанный по этой формуле, ра
вен 1.57, второй — 4.71 и так далее.

1.2.6. Критерий существования дискретных собственных
значений

Выше мы увидели, что существует критерий для сигналов определен
ной формы, который определяет возможность существования дискретных
собственных значений в задаче Захарова-Шабата. Неточный критерий, опи
санный в работе [21], заключается в том, что если 𝐿1 норма сигнала, опре
деленная по формуле ‖𝑞(𝑡, 0)‖𝐿1

=
∫︀ +∞
−∞ |𝑞(𝑡, 0)|𝑑𝑡, меньше 1.317, то систе

ма (1.7) не имеет дискретного спектра.
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Позже, в 2003 году, Klaus и Shaw в работе [22] нашли точный критерий.
Для комплексного начального условия 𝑞(𝑡, 0) не существует дискретный
спектр, если

‖𝑞(𝑡, 0)‖𝐿1
≤ 𝜋

2
. (1.34)

Если 𝐿1 норма больше данного значения, то дискретный спектр может
существовать (но не обязательно существует).

В этой работе мы используем как 𝐿1 норму (2.1), так и 𝐿2 норму (2.2)
для которой не существует критерия, подобного (1.34). Однако для числен
ного моделирования мы можем получить критерий, который может дать
нам некоторую предварительную информацию об уровнях 𝐿2 нормы, а зна
чит и о средней мощности сигнала, меньше которой в сигналах не может
существовать дискретного спектра. Без ограничения общности, мы можем
рассматривать сигнал 𝑞(𝑡, 𝑧) при фиксированной пространственной коор
динате 𝑧. Последующие вычисления выполнены в безразмерных единицах.

𝐿1 = ‖𝑞(𝑡, 𝑧)‖𝐿1
=

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|𝑞𝑛|∆𝑡, (1.35)

𝐿2 = ‖𝑞(𝑡, 𝑧)‖𝐿2
=

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|𝑞𝑛|2∆𝑡, (1.36)

где ∆𝑡 = 𝑇/𝑁 , 𝑇 — временной интервал, на котором определена функ
ция 𝑞(𝑡, 𝑧), 𝑁 — количество точек дискретизации, 𝑞𝑛 — значения функции
𝑞(𝑡𝑛, 𝑧) в этих точках. Поскольку мы имеем некоторый конечный набор зна
чений 𝑞𝑛, то мы можем вычислить среднее значение для данного набора

< |𝑞𝑛| >=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|𝑞𝑛| =
𝐿1

𝑁∆𝑡
=
𝐿1

𝑇
, (1.37)

< |𝑞𝑛|2 >=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

|𝑞𝑛|2 =
𝐿2

𝑁∆𝑡
=
𝐿2

𝑇
, (1.38)

где скобки< ... > обозначают операцию взятия среднего. Модуль комплекс
ных чисел действителен и удовлетворяет условию |𝑞𝑛| ≥ 0. Также значение
𝐿1 по определению равно или больше 0. Теперь вспомним, что среднее от
квадрата положительной величины больше либо равно квадрату среднего
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этой величины (неравенство о средних), выпишем

< |𝑞𝑛|2 > ≥ < |𝑞𝑛| >2 ⇒ 𝐿2

𝑇
≥ 𝐿2

1

𝑇 2
. (1.39)

Осталось получить ограничение на 𝐿2
1 из критерия (1.34). В первую

очередь отметим, что 𝜋
2 > 1, откуда следует

𝐿1 >
𝜋

2
⇒ 𝐿2

1 >
𝜋2

4
⇒ 𝐿2

1

𝑇
>
𝜋2

4𝑇
. (1.40)

Можем заключить, что критерий существования дискретных собственных
значений задачи Захарова-Шабата для 𝐿2 нормы:

𝐿2 >
𝜋2

4𝑇
. (1.41)

Нет ничего удивительного в том, что в предельном переходе 𝑇 → ∞
критерий сводится к простому 𝐿2 > 0. Однако в большинстве задач сигнал
локализован во времени, поэтому интеграл по бесконечному промежутку
в формуле (2.2) может быть заменен интегралом по конечному интервалу,
где сигнал не равен нулю

̃︁𝐿2 = ‖𝑞(𝑡, 𝑧)‖̃︁𝐿2
=

𝑇/2∫︁
−𝑇/2

|𝑞(𝑡, 𝑧)|2𝑑𝑡, (1.42)

для которого критерий (1.41) остается справедливым.

1.3. Численные методы

1.3.1. Метод Боффетты-Осборна определения данных рассеяния

Данный метод был предложен в 1992 году Боффета и Осборном и
детально описан в их работе [23]. Основная идея метода заключается в
том, что систему ЗШ можно переписать в виде:{︃

𝜕𝑡𝜓1 = − 𝜉𝜓1 + 𝑞𝜓2

𝜕𝑡𝜓2 =𝜎𝑞*𝜓1 + 𝜉𝜓2

(1.43)

которая при переходе к дискретной сетке по переменной 𝑡 дает эволюцию
спектральной собственной функции Ψ на каждом интервале ∆𝑡:

Ψ(𝑡𝑛 + ∆𝑡) = 𝑈(𝑞𝑛)Ψ(𝑡𝑛) (1.44)
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где 𝑈(𝑞𝑛,∆𝑡) представлена в виде экспоненциальной функции от матрицы
𝑄(𝜉):

𝑈(𝑞) = exp[∆𝑡𝑄(𝜉)] = exp

(︃
∆𝑡

(︃
−𝑖𝜉 𝑞

𝜎𝑞* 𝑖𝜉

)︃)︃
(1.45)

Если разложить вышеприведенную экспоненту в ряд Тейлора и про
суммировать матрицы, а после, предполагая, что каждый элемент матри
цы является рядом Тейлора, свернуть эти ряды для каждого элемента, то
получим следующее выражение для пропогатора:

𝑈(𝑞) = exp[∆𝑡𝑄(𝜉)] =

=

(︃
cosh(𝑘∆𝑥) − 𝑖𝜉

𝑘 sinh(𝑘∆𝑥) 𝑞
𝑘 sinh(𝑘∆𝑥)

𝜎𝑞*

𝑘 sinh(𝑘∆𝑥) cosh(𝑘∆𝑥) + 𝑖𝜉
𝑘 sinh(𝑘∆𝑥)

)︃
(1.46)

где 𝑘2 = 𝜎|𝑞|2 − 𝜉2 — константа на интервале ∆𝑡. С помощью вышеизло
женного метода мы можем решить задачу рассеяния, то есть определить
коэффициенты 𝑎(𝜉) и 𝑏(𝜉). Однако, для дискретного спектра это не доста
точно: поскольку коэффициент 𝑎(𝜉) равен нулю, необходимо вычислить его
производную 𝑎′(𝜉𝑛) = 𝜕𝑎(𝜉)

𝜕𝜉 |𝜉=𝜉𝑛. Теперь введем четырехкомпонентное поле,
содержащее как вектор-функцию Ψ, так и его производную по отношению
к 𝜉:

Ξ(𝑡, 𝜉) =

(︃
Ψ

Ψ′

)︃
(1.47)

где Ψ′ = 𝜕Ψ/𝜕𝜉. Аналогично выражениям (1.45) и (1.46) для поля Ξ можно
выписать рекурсивное соотношение, продифференцировав выражение (1.44):

Ξ(𝑡𝑛 + ∆𝑡) = 𝑇 (𝑞𝑛)Ξ(𝑡𝑛) (1.48)

где

𝑇 (𝑞𝑛) =

(︃
𝑈(𝑞𝑛) 0

𝑈 ′(𝑞𝑛) 𝑈(𝑞𝑛)

)︃
(1.49)
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матрица 4 × 4, 𝑈 ′(𝑞𝑛) = 𝜕𝑈(𝑞𝑛)/𝜕𝜉 и выписывается в виде:

𝑈 ′
11 = 𝑖∆𝑡

𝜉2

𝑘2
cosh(𝑘∆𝑡) −

(︂
𝜉∆𝑡+ 𝑖+ 𝑖

𝜉2

𝑘2

)︂
sinh(𝑘∆𝑡)

𝑘

𝑈 ′
12 = −𝑞𝜉

𝑘2

(︂
∆𝑡 cosh(𝑘∆𝑡) − sinh(𝑘∆𝑡)

𝑘

)︂
𝑈 ′
21 = −𝜎𝑞𝜉

𝑘2

(︂
∆𝑡 cosh(𝑘∆𝑡) − sinh(𝑘∆𝑡)

𝑘

)︂
𝑈 ′
22 = −𝑖∆𝑡𝜉

2

𝑘2
cosh(𝑘∆𝑡) −

(︂
𝜉∆𝑡− 𝑖− 𝑖

𝜉2

𝑘2

)︂
sinh(𝑘∆𝑡)

𝑘
(1.50)

Для численного расчета мы рассматриваем начальный потенциал 𝑞(𝑡, 0)

на 𝑀 + 1 участках, предполагая, что

𝑞(𝑡, 0) = 𝑞𝑛 на промежутке 𝑡 ∈
(︂
𝑡𝑛 −

∆𝑡

2
; 𝑡𝑛 +

∆𝑡

2

]︂
. (1.51)

В таком случае дискретное решение задачи рассеяния следующее:

Ξ(𝑡𝑛) =

−𝑀/2∏︁
𝑗=𝑛−1

𝑇 (𝑞𝑗)Ξ(𝑡−𝑀/2). (1.52)

Для получения данных рассеяния необходимо получить матрицу рас
сеяния 𝑆

𝑆(𝜉) =

−𝑀/2∏︁
𝑗=𝑀/2−1

𝑇 (𝑞𝑗) =

(︃
Σ(𝜉) 0

Σ
′
(𝜉) Σ(𝜉)

)︃
, (1.53)

где вспомогательная матрица Σ определяется через

Σ =

−𝑀/2∏︁
𝑗=𝑀/2−1

𝑈(𝑞𝑗), Σ
′
= 𝜕Σ/𝜕𝜉. (1.54)

Изначально в задаче (1.7) вектор-функция Ψ распространялась от
−∞ до +∞. В численном моделировании этот интервал заменяется на
интервал от −𝑇

2 до +𝑇
2 . В этом случае получаем следующий результат:

𝑎(𝜉) = 𝑆11(𝜉)𝑒
𝑖𝜉𝑇 ,

𝑏(𝜉) = 𝑆21(𝜉),

𝜕𝑎(𝜉)

𝜕𝜉
= [𝑆31 + 𝑖

𝑇

2
(𝑆11 + 𝑆33)]𝑒

𝑖𝜉𝑇 ,

𝜕𝑏(𝜉)

𝜕𝜉
= 𝑆41 + 𝑖

𝑇

2
(𝑆43 − 𝑆21).

(1.55)
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Данный метод позволяет нам найти все данные рассеяния для про
извольного 𝜉. Несмотря на то, что метод не вычисляет напрямую спектр
задачи (1.7), он может помочь нам в его нахождении, поскольку мы знаем,
что в точках дискретного спектра на комплексной плоскости коэффициент
рассеяния 𝑎(𝜉) ≡ 0.

Необходимо отметить, что при 𝑡≪ 1 матрица 𝑈(𝑞) 1.46 сводится к

𝑈(𝑞) ≈

(︃
1 − 𝑖𝜉∆𝑡 𝑞∆𝑡

𝜎𝑞*∆𝑡 1 + 𝑖𝜉∆𝑡

)︃
. (1.56)

Эта форма была найдена Абловицем и Лэдиком [24, 25] и также может
быть использована для решения задачи Захарова-Шабата.

1.3.2. Töplitz inner bordering метод

Формирование технологий создания волоконных брэгговских решеток
(ВБР) [26, 27] сопровождалось развитием численных методов их модели
рования и анализа. Восстановление показателя преломления из заданной
зависимости коэффициента рассеяния от частоты составляет обратную за
дачу рассеяния, которая в математической физике решается с помощью
пары уравнений Гельфанда-Левитана-Марченко [3].

В работе [28] был предложен метод решения уравнений ГЛМ (1.20) и
(1.21). Он заключается в том, что уравнения ГЛМ можно привести к урав
нениям с Тёплицевым ядром с помощью замены 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝐴1(𝑡, 𝑡 − 𝑥) и
𝑣(𝑡, 𝑦) = −𝐴*

2(𝑡, 𝑦 − 𝑡):

𝑢(𝑡, 𝑥) +

2𝑡∫︁
𝑥

Ω*(𝑦 − 𝑥)𝑣(𝑡, 𝑦)𝑑𝑦 = 0

𝑣(𝑡, 𝑦) +

𝑦∫︁
0

Ω(𝑦 − 𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥+ Ω(𝑦) = 0 (1.57)

где Ω = Ω𝑠𝑜𝑙 + Ω𝑟𝑎𝑑 =
∑︀

𝑛 𝑐𝑛𝑒
−𝑖𝜉𝑛𝑥 + 1

2𝜋

∫︀ +∞
−∞ 𝑑𝜉𝑟(𝜉)𝑒−𝑖𝜉𝑥 — интегральное

ядро, параметры 𝑥 и 𝑦 находятся в промежутке 0 ≤ 𝑥,𝑦 < 2𝑡, переменная 𝑡
находится в диапазоне 0 ≤ 𝑡 < 𝑇 , а сигнал восстанавливается по формуле
𝑞(𝑡) = 2𝑣(𝑡, 2𝑡− 0).
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Далее уравнения (1.57) дискретизуются на равномерной сетке, а инте
гралы представляются в виде сумм. Получившиеся уравнения имеют блоч
ную структуру и записываются в матричном виде:

G

(︃
u

v

)︃
=

(︃
a

b

)︃
(1.58)

где матрица G и вектора u, v, a и b определяются по формулам:

G =

(︃
E ±Ω†

Ω E

)︃
, Ω = ℎ

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2Ω0 0 . . . 0

Ω1
1
2Ω0 . . . 0

. . .

Ω𝑚−1 Ω𝑚−2 . . . 1
2Ω0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
a = ±ℎ

2
𝑣(𝑚)
𝑚 𝜌*,b = −

(︂
1 +

ℎ

2
𝑢
(𝑚)
1 𝜌

)︂
,

𝜌 =

⎛⎜⎜⎝
Ω1
...

Ω𝑚

⎞⎟⎟⎠ ,u =

⎛⎜⎜⎝
𝑢
(𝑚)
1
...

𝑢
(𝑚)
𝑚

⎞⎟⎟⎠ ,v =

⎛⎜⎜⎝
𝑣
(𝑚)
1
...

𝑣
(𝑚)
𝑚

⎞⎟⎟⎠ . (1.59)

E — единичная матрица.
Первые и последние элементы вектора решения вычисляются по фор

мулам:

𝑢
(𝑚)
1 = ±ℎ

2
𝑣(𝑚)
𝑚 ⟨y*|𝜌*⟩ ∓

(︂
1 +

ℎ

2
𝑢
(𝑚)
1

)︂
⟨z*|𝜌⟩,

𝑢
(𝑚)
1 = ±ℎ

2
𝑣(𝑚)
𝑚 ⟨z̃|𝜌*⟩ −

(︂
1 +

ℎ

2
𝑢
(𝑚)
1

)︂
⟨ỹ|𝜌⟩. (1.60)

Скобки обозначают скалярное произведение ⟨x|y⟩ = x𝑇 · y. Также можно
ввести параметры

𝛼𝑚 = ℎ⟨z*|𝜌⟩, 𝛽𝑚 = ℎ⟨ỹ|𝜌⟩. (1.61)

Тогда уравнение (1.60) позволяет вычислить 𝑣(𝑚)
𝑚 :

𝑣(𝑚)
𝑚 =

−𝛽𝑚/ℎ
1 ± Im 𝛼𝑚 − 1

4(|𝛼𝑚|2 ∓ |𝛽𝑚|2)
. (1.62)

Также предполагается, что с требуемой точностью 𝛼𝑚 = −𝑢(𝑥𝑚, 0)ℎ +

𝑂(ℎ2), что приводит нас в финале к решению:

𝑞𝑚 = 2𝑣(𝑚)
𝑚 = −2𝛽𝑚/ℎ+𝑂(ℎ2). (1.63)
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Данная процедура может быть выписана в виде алгоритма, который
может быть обращен. Далее мы приводим два алгоритма прямого и обрат
ного преобразований, в результате которых из ядра может быть восстанов
лен сигнал (Алгоритм 1) и наоборот: из сигнала получено интегральное
ядро (Алгоритм 2).

Алгоритм 1. Обратный алгоритм TIB восстановления сигнала из ядра

1: 𝑚 = 1 𝑞0 = −2Ω0 𝑦
(1)
0 = 1

1∓ℎ2|Ω0|2/4 𝑧
(1)
0 = −𝑦10ℎΩ0

2

2: 𝛽𝑚 = ℎ
∑︀𝑚−1

𝑗=0 Ω𝑚−𝑗𝑦
(𝑚)
𝑗

3: 𝑞𝑚 = −2𝛽𝑚/ℎ

4: 𝑐𝑚 = 1
1∓|𝛽𝑚|2 , 𝑑𝑚 = −𝛽𝑚𝑐𝑚

5: y(𝑚+1) = 𝑐𝑚

(︃
y(𝑚)

0

)︃
+ 𝑑𝑚

(︃
0

±z̃*(𝑚)

)︃

6: z(𝑚+1) = 𝑐𝑚

(︃
z(𝑚)

0

)︃
+ 𝑑𝑚

(︃
0

ỹ*(𝑚)

)︃
7: Инкрементируя m, перейти на шаг 2.

Алгоритм 2. Прямой алгоритм TIB расчета ядра из сигнала
1: Ω0 = −𝑞0/2
2: 𝛽𝑚 = −ℎ𝑞𝑚/2
3: Ω𝑚 =

(︁
𝛽𝑚 − ℎ

∑︀𝑚−1
𝑗=1 𝑅𝑚−𝑗𝑦

(𝑚)
𝑗

)︁
/ℎ𝑦

(𝑚)
0

4: 𝑐𝑚 = 1
1∓|𝛽𝑚|2 , 𝑑𝑚 = −𝛽𝑚𝑐𝑚

5: y(𝑚+1) = 𝑐𝑚

(︃
y(𝑚)

0

)︃
+ 𝑑𝑚

(︃
0

±z̃*(𝑚)

)︃

6: z(𝑚+1) = 𝑐𝑚

(︃
z(𝑚)

0

)︃
+ 𝑑𝑚

(︃
0

ỹ*(𝑚)

)︃
7: Инкрементируя m, перейти на шаг 2.

1.3.3. N-солитонный сигнал

Факторизация уравнений ГЛМ

Для дискретного спектра факторизация ядра уравнений ГЛМ приво
дит к системе алгебраических уравнений (подробное описание можно най
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ти в [29]). Тогда 𝑁 -солитонное решение может быть найдено с помощью
следующего точного выражения:

𝑞(𝑁)(𝑡, 𝑧 = 0) = −2⟨Ψ(𝑡)|(̂︀E +̂︁M*(𝑡)̂︁M(𝑡))−1|Φ(𝑡)⟩ (1.64)

̂︀E это 𝑁 ×𝑁 единичная матрица,

⟨Ψ(𝑡)| = ⟨𝑐1𝑒−𝑖𝜉1𝑡, ..., 𝑐𝑁𝑒
−𝑖𝜉𝑁 𝑡|,

⟨Φ(𝑡)| = ⟨𝑒−𝑖𝜉1𝑡, ..., 𝑒−𝑖𝜉𝑁 𝑡|,̂︁M𝑘,𝑗(𝑡) = 𝑐𝑗
𝑒𝑖(𝜉

*
𝑘−𝜉𝑗)𝑡

𝜉*𝑘 − 𝜉𝑗
, (1.65)

где 𝑐𝑗 определены в (1.15). Для больших 𝑁 численные алгоритмы для дан
ной формулы неустойчивы, однако при небольших 𝑁 этот метод оказыва
ется очень удобным.

Метод одевания

Существует другой метод, позволяющий находить 𝑁 -солитонное ре
шение, который называется методом одевания. Основная идея метода за
ключается в использовании преобразования Дарбу, с помощью которого
конструируется итеративная схема нахождения 𝑁 -солитонного решения.
Рассмотрим этот метод подробнее.

Введем следующую систему:{︃
𝑥𝑡 = 𝑃 (𝜁, 𝑞)𝑥,

𝑥𝑧 = 𝑀(𝜁, 𝑞)𝑥,
, (1.66)

где оператор 𝑀 определен в (1.6), а 𝑃 рассчитывается по формуле

𝑃 =

(︃
−𝑖𝜆 𝑞(𝑡, 𝑧)

−𝑞*(𝑡, 𝑧) 𝑖𝜆

)︃
. (1.67)

Это та же матрица 𝑄(𝑡, 𝑧) из выражения (1.9), но с 𝜎 = 1, поскольку
исследуются солитонные решения. Также используется обозначение 𝜉 =

𝜆 — комплексное число, но не обязательно собственное значение для 𝑞,
которое является решением, лежащим в основе системы (1.66).

Теорема (О преобразовании Дарбу). Пусть 𝜙(𝑡, 𝜆; 𝑞) известное ре
шение системы (1.66), и Σ = 𝑆Γ𝑆−1, где 𝑆 = [𝜙(𝑡, 𝜆; 𝑞), 𝜙(𝑡, 𝜆; 𝑞)], Γ =



27

diag(𝜆, 𝜆*). Если 𝑣(𝑡, 𝜇; 𝑞) удовлетворяет (1.66), тогда 𝑢(𝑡, 𝜇; 𝑞), полученное
с помощью преобразования Дарбу

𝑢(𝑡, 𝜇; 𝑞) = (𝜇𝐼 − Σ)𝑣(𝑡, 𝜇; 𝑞), (1.68)

удовлетворяет (1.66) для

𝑞 = 𝑞 + 2𝑖(𝜆* − 𝜆)
𝜙1𝜙

*
2

|𝜙1|2 + |𝜙2|2
. (1.69)

Более того, 𝑞 и 𝑞 удовлетворяют уравнениям, лежащим в основе систе
мы (1.66).

Из данной теоремы следует:

∙ Из 𝜙(𝑡, 𝜆; 𝑞) и 𝑣(𝑡, 𝜇; 𝑞) можно сконструировать 𝑢(𝑡, 𝜇; 𝑞). Если 𝜇 яв
ляется собственным значением для 𝑞, то оно является собственным
значением и для 𝑞. Если 𝑢(𝑡, 𝜇 = 𝜆; 𝑞) ̸= 0, то 𝜆 также собственное
значение 𝑞.

∙ 𝑞 — новое решение уравнения, лежащего в основе (1.66), полученное
из 𝑞 по формуле (1.69), и 𝑢(𝑡, 𝜇; 𝑞) — один из его собственных векто
ров.

Сам алгоритм начинается с тривиального решения 𝑞(0) = 0, а началь
ные собственные вектора выбираются в виде 𝑣(𝑡, 𝜆𝑗; 0) = [𝐴𝑗𝑒

−𝑖𝜆𝑗𝑡, 𝐵𝑗𝑒
𝑖𝜆𝑗𝑡].

Коэффициенты 𝐴𝑗 и 𝐵𝑗 задают спектральную амплитуду и форму импуль
са. Для того, чтобы получить новые собственные вектора, необходимо вос
пользоваться следующими формулами:

𝑣1(𝑡, 𝜆𝑗; 𝑞
(𝑘+1)) =

1

‖𝑣(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞(𝑘))‖2

{{(𝜆𝑗 − 𝜆𝑘+1)|𝑣1(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞
(𝑘))|2+

+ (𝜆𝑗 − 𝜆*𝑘+1)|𝑣2(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞
(𝑘))|2}𝑣1(𝑡, 𝜆𝑗; 𝑞(𝑘))

(𝜆*𝑘+1 − 𝜆𝑘+1)𝑣1(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞
(𝑘))𝑣*2(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞

(𝑘))𝑣2(𝑡, 𝜆𝑗; 𝑞
(𝑘))},
(1.70)
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𝑣2(𝑡, 𝜆𝑗; 𝑞
(𝑘+1)) =

1

‖𝑣(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞(𝑘))‖2

{{(𝜆𝑗 − 𝜆*𝑘+1)|𝑣1(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞
(𝑘))|2+

+ (𝜆𝑗 − 𝜆𝑘+1)|𝑣2(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞
(𝑘))|2}𝑣2(𝑡, 𝜆𝑗; 𝑞(𝑘))

(𝜆*𝑘+1 − 𝜆𝑘+1)𝑣
*
1(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞

(𝑘))𝑣2(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞
(𝑘))𝑣1(𝑡, 𝜆𝑗; 𝑞

(𝑘))},
(1.71)

для 𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 2 и 𝑗 = 𝑘+ 2, ..., 𝑁 . А дополнение сигнала происходит по
формуле:

𝑞(𝑘+1) = 𝑞(𝑘) + 2𝑖(𝜆*𝑘+1 − 𝜆𝑘+1)
𝑣1(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞

(𝑘)

‖𝑣(𝑡, 𝜆𝑘+1; 𝑞(𝑘))‖2
(1.72)

Такой метод удобен для получения 𝑁 -солитонных решений с большим
значением 𝑁 , поскольку не требуется обращать матрицы.

1.3.4. Метод Фурье-коллокаций нахождения нелинейного
спектра

Для большей части начальных потенциалов, нелинейный спектр не
может быть рассчитан аналитически. В таких случаях необходимо исполь
зовать численные алгоритмы.

Уравнение (1.5) является стандартной задачей нахождения собствен
ных значений оператора 𝐿 и выписывается в виде системы:{︃

−𝜕𝑡𝜓1 + 𝑞(𝑡, 0)𝜓2 = 𝜉𝜓1

𝜕𝑡𝜓2 − 𝜎𝑞*(𝑡, 0)𝜓1 = 𝜉𝜓2

. (1.73)

Один из способов решения данной проблемы, является переход к конечно
разностным схемам на дискретной сетке. Для этого из бесконечного интер
вала по оси 𝑡 выбирается конечный промежуток и разбивается на конеч
ные интервалы, в соответствии с сеткой дискретизации. Операторы взятия
производных заменяются их конечно-разностными аналогами. После этих
операций, задача (1.5) становится стандартной задачей нахождения соб
ственных значений и собственных функций для матриц, которая может
быть решена стандартными алгоритмами: LR, QR, метод Холецкого. Сто
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ит отметить, что QR-алгоритм является более стабильным, чем LR, кото
рый сейчас почти не используется. К сожалению, точность аппроксимации
посредством конечно-разностного метода достаточно низкая и может при
водить к появлению "ненастоящих" собственных значений.

Можно предположить, что если бы мы могли переписать исходную
систему (1.73) без дифференциальных операторов, то мы бы смогли ис
пользовать данный метод для нахождения нелинейного спектра. В данном
вопросе на помощь нам приходит классическое преобразование Фурье, в
котором дифференциальные операторы заменяются на умножение на соот
ветствующий множитель:{︃

−𝜕𝑡𝜓1 + 𝑞(𝑡, 0)𝜓2 = 𝜉𝜓1

𝜕𝑡𝜓2 − 𝜎𝑞*(𝑡, 0)𝜓1 = 𝜉𝜓2

→

{︃
−𝑖𝑘𝜙1 + 𝑢𝜙2 = 𝜉𝜙1

𝑖𝑘𝜙2 − 𝜎𝑢*𝜙1 = 𝜉𝜙2

(1.74)

В данном переходе, мы заменяем начальный потенциал и собственные функ
ции на следующие дискретные суммы:

𝜓1(𝑡) =

𝑁/2∑︁
−𝑁/2

𝜙1,𝑛𝑒
𝑖𝑛𝑘0𝑡, 𝜓2(𝑡) =

𝑁/2∑︁
−𝑁/2

𝜙2,𝑛𝑒
𝑖𝑛𝑘0𝑡, 𝑞(𝑡, 0) =

𝑁/2∑︁
−𝑁/2

𝑢𝑛𝑒
𝑖𝑛𝑘0𝑡, (1.75)

где 𝑘0 = 2𝜋/𝑇 , 𝑇 – размер временной области, а 𝑁 + 1 – количество точек
дискретизации (или количество мод) в Фурье-образе начального сигнала
𝑞. При данном переходе, начальная задача (1.73) заменяется на задачу на
хождения собственных значений для блочной матрицы:(︃

−𝐻1 𝐻2

𝐻†
2 𝐻1

)︃(︃
𝜙1

𝜙2

)︃
= 𝑖𝜉

(︃
𝜙1

𝜙2

)︃
, (1.76)

где

𝜙1 = (𝜙1,−𝑁/2, 𝜙1,−𝑁/2+1, ..., 𝜙1,𝑁/2−1, 𝜙1,𝑁/2)
𝑇

𝜙2 = (𝜙2,−𝑁/2, 𝜙2,−𝑁/2+1, ..., 𝜙2,𝑁/2−1, 𝜙2,𝑁/2)
𝑇 (1.77)

Блоки матрицы выглядят следующим образом:

𝐻1 = 𝑖𝑘0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝑁
2

−𝑁
2 + 1

. . .
𝑁
2 − 1

𝑁
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(1.78)
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𝐻2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢0 𝑢−1 . . . 𝑢−𝑁

𝑢1 𝑢0 𝑢−1
. . . . . .

... 𝑢1 𝑢0
. . . . . . . . .

𝑢𝑁
. . . . . . . . . . . . . . . 𝑢−𝑁

𝑢𝑁
. . . . . . . . . . . . ...
. . . . . . . . . . . . 𝑢−1

𝑢𝑁 . . . 𝑢−1 𝑢0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (1.79)

Точность нахождения собственных значений для данной системы на
много выше, чем для первоначального уравнения (1.73), и "ненастоящие"
собственные значения не появляются в нелинейном спектре.

1.3.5. Интегральная формула Коши

Задачу нахождения дискретного спектра, как мы уже увидели ранее,
можно свести к нахождению нулей коэффициента 𝑎(𝜉) в верхней комплекс
ной полуплоскости. В данной интерпретации, зависимость коэффициента
𝑎 от комплексной переменной 𝜉 можно понимать как функцию, определен
ную на множестве комплексных чисел. Поэтому мы можем применить для
решения обозначенной выше задачи интегральную формулу Коши:

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧, (1.80)

где 𝐷 — область в комплексной плоскости с границей Γ = 𝜕𝐷, 𝑓(𝑧) —
голоморфная функция в �̄�, 𝑧0 — точка в 𝐷. Для нахождения собствен
ных значений мы воспользуемся методом, описанным в работах [30, 31],
который использует набор контурных интегралов {𝑠𝑝}𝑃𝑝=1:

𝑠𝑝 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜉𝑝
𝑎′(𝜉)

𝑎(𝜉)
𝑑𝜉 =

𝑃∑︁
𝑗=1

𝜉𝑝𝑗 , 𝑝 = 1...𝑃. (1.81)

где 𝑃 — количество нулей коэффициента 𝑎(𝜉) в верхней полуплоскости.
Каждый контурный интеграл дает нам сумму, находящуюся справа в вы
ражении, которая используется для нахождения всех собственных значе
ний (Рис. 1.4). При 𝑝 = 0 выражение дает полное количество нулей внутри
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контура Γ. Это факт может быть использован для удобного подсчета ко
личества дискретных собственных значений для заданного сигнала. Для
этого перепишем формулу (1.81) для контура, проходящего по веществен
ной прямой и замыкающегося в верхней полуплоскости через бесконечно
удаленную точку (Рис. 1.5):

𝑁 =
1

2𝜋
𝐴𝑟𝑔(𝑎(𝜉))|+∞

−∞, (1.82)

где 𝑁 — полное количество солитонов в сигнале, спектральный параметр 𝜉
принимает значения от −∞ до +∞ на вещественной прямой. В рамках дан
ной задачи 𝑁 = 𝑃 . Эта формула удобна для численного расчета: выбрав
достаточно большой интервал вещественной прямой и рассчитав измене
ние фазы коэффициента 𝑎(𝜉), мы точно узнаем количество дискретных
собственных значений.

Рис. 1.4: Обход нескольких нулей на комплексной плоскости.

Рис. 1.5: Вычисление количества нулей комплексной функции.

Для нахождения отдельных собственных значений используются так
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называемые тождества Ньютона {𝜎}𝑃𝑝=1:

−
𝑃∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗 = 𝜎1,

𝜉1𝜉2 + 𝜉2𝜉3 + ...+ 𝜉𝑃−1𝜉𝑃 = 𝜎2,

...

(−1)𝑃 𝜉1𝜉2...𝜉𝑃 = 𝜎𝑃 . (1.83)

которые связаны со значением интегралов:

𝑠1 + 𝜎1 = 0,

𝑠2 + 𝑠1𝜎1 + 2𝜎2 = 0,

...

𝑠𝑃 + 𝑠𝑃−1𝜎1 + ...+ 𝑠1𝜎𝑃−1 + 𝑃𝜎𝑃 = 0 (1.84)

Решая данную системы, мы получаем значения каждого тождества Нью
тона, вычисляемые по рекуррентной формуле:

𝜎𝑝 = −1

𝑝

(︃
𝑠𝑝 +

𝑝−1∑︁
𝑗=1

𝑠𝑗𝜎𝑝−𝑗

)︃
, 𝑝 = 1...𝑃. (1.85)

В результате 𝜎𝑝 (с точностью до знака) являются формулами Виета
для полинома

𝑀(𝑧) = 𝑧𝑃 + 𝜎1𝑧
𝑃−1 + 𝜎2𝑧

𝑃−2 + ...+ 𝜎𝑃−1𝑧 + 𝜎𝑃 , (1.86)

нули которого совпадают с нулями исходного коэффициента 𝑎(𝜉). Приме
няя какой-либо алгоритм для нахождения нулей полинома, мы таким об
разом рассчитываем дискретный спектр {𝜉𝑗}𝑃𝑗=1.

Одним из способов, которым могут быть найдены нули многочлена (1.86),
является переход к задаче поиска собственных значений так называемой
сопровождающей матрицы 𝐶(𝑀):

𝐶(𝑀(𝑧)) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 . . . 0 −𝜎𝑃
1 0 . . . 0 −𝜎𝑃−1

0 1 . . . 0 −𝜎𝑃−2
... ... . . . ... ...
0 0 . . . 1 −𝜎1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (1.87)
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для которой многочлен (1.86) является характеристическим многочленом.
Для поиска собственных значений такой матрица существуют эффектив
ные алгоритмы, например QR-алгоритм [32–34].
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Глава 2

Исследование солитонной составляющей в

стандартных оптических сигналов

2.1. Методика

Метод нелинейного преобразования Фурье позволяет исследовать нели
нейную составляющую сигналов, которые были разработаны в рамках ли
нейной теории. Математический аппарат нелинейного преобразования Фу
рье позволяет лучше понять структуру сигналов, а также их особенности,
связанные с нелинейными эффектами. В стандартных сигналах могут (при
некотором уровне мощности) содержаться когерентные структуры — со
литоны. Солитоны представляют интерес с прикладной точки зрения, по
скольку содержат четыре варьируемых параметра, в которых может коди
роваться информация.

Сам факт наличия солитонов в сигнале может быть обнаружен с помо
щью прямой задачи Захарова-Шабата. Спектр оператора 𝐿 в задаче (1.5),
где функция 𝑞(𝑡, 𝑧) это исследуемый сигнал, может дать представление о
структуре этого сигнала. Если в спектре существуют дискретные значе
ния, то значит существуют и солитоны. Эта особенность будет использо
ваться для дальнейшего анализа стандартных оптических сигналов, при
этом количество солитонов определяется по формуле (1.82). Для анализа
сигналов используются численные алгоритмы, описанные в Главе 1, пред
варительно проверенные на тестовых сигналах: прямоугольном и сигнале
Satsuma-Yajima.

Параметры сигнала, при которых могут существовать солитоны, за
висят от системы. Для последующего исследования мы рассматриваем два
параметра, присущих каждому сигналу. Ими являются 𝐿1 и 𝐿2 нормы,
рассчитываемые следующим образом:

𝐿1(𝑞) = ‖𝑞(𝑡, 𝑧)‖𝐿1
=

+∞∫︁
−∞

|𝑞(𝑡, 𝑧)|𝑑𝑡, (2.1)
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𝐿2(𝑞) = ‖𝑞(𝑡, 𝑧)‖𝐿2
=

+∞∫︁
−∞

|𝑞(𝑡, 𝑧)|2𝑑𝑡, (2.2)

где 𝑞(𝑡, 𝑧) — исследуемый сигнал, 𝑡 и 𝑧 — временная и пространственная
координаты.

Для исследования были выбраны два стандартных способа мульти
плексирования телекоммуникационных сигналов: мультиплексирование с
частотным разделением каналов (OFDM — orthogonal frequency-division
multiplexing) и мультиплексирование с разделением по длине волны (WDM
— wavelength-division multiplexing). Без ограничения общности, мы фоку
сируемся на двух модуляционных форматах: фазовая манипуляция (PSK
— phase-shift keying) и квадратурная амплитудная модуляция (QAM —
quadrature amplitude modulation).
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Рис. 2.1: Вероятность существования солитона в OFDM сигнале с QPSK
модуляцией, 128 поднесущими и средней мощностью равной -18 дБм.

В общем случае в сигналах могут содержаться более одного солито
на. В таком случае, если средняя мощность сигнала находится на пороге
существования солитонов, то в наборе сигналов с случайными данными
могут попадаться сигналы, как не содержащие, так и содержащие один
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или несколько солитонов. При наборе статистики по таким сигналам мы
получаем распределение вероятности существования солитонов в сигнале,
представленное на Рис. 2.1. На рисунке также представлено распределе
ние Пуассона (𝑃 (𝑥;𝜆) = 𝑒−𝜆 · 𝜆𝑁/𝑁 !) с значением 𝜆 = 0.85, полученное
с помощью фитирования (подгонки) экспериментального распределения.
Количество событий в теоретическом распределении равно 106, а в экспери
ментальном — 160. Рисунок 2.2 иллюстрирует случай, когда при заданных
параметрах в сигнале всегда существуют солитоны, однако их число ме
няется в зависимости от исходных данных. В таком случае распределение
хорошо описывается распределением Гаусса 𝐺(𝑥) = 1

𝜎
√
2𝜋
𝑒−

(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 с матема
тическим ожиданием 𝜇 и среднеквадратичным отклонением 𝜎.
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Рис. 2.2: Распределение количества солитонов в OFDM сигналах с 16-QAM
модуляцией, 64 поднесущими и средней мощностью равной -11 дБм.

Ранее такие типы сигналов не исследовались на предмет содержания
солитонов, поэтому на первом этапе мы изучали только факт существова
ния солитонов, а не их число и характеристики. Важно отметить, что в дан
ной части работы нас интересует сам факт наличия солитонов в сигнале,
а не их количество, поэтому вероятность существования дискретного спек
тра вычисляется как отношение числа сигналов, в которых присутствует
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хотя бы один солитон, к общему числу исследуемых сигналов с заданными
параметрами.

Средняя мощность сигнала 𝑃𝑎𝑣𝑒 связана с 𝐿2 нормой (2.2) как 𝑃𝑎𝑣𝑒 =

𝐿2/𝑇 , где 𝑇 — символьный интервал (длительность одного символа). В
работе используются единицы измерения мощности мВт и дБм, которая
рассчитывается, как 𝑃 дБм = 10 log10(𝑃 [мВт]). Для численного моделиро
вания мы использовали следующие параметры оптического волокна: дис
персия групповой скорости 𝛽2 = −21.5 пс2км−1 и коэффициент нелинейно
сти Керра 𝛾 = 1.27 Вт−1км−1.

Рис. 2.3: Зависимость критерия 2.3 в размерных единицах от длительности
символа 𝑇 .

Для определения интервалов, в которых будут исследоваться опти
ческие сигналы, обратимся к критерию существования солитонов (1.41),
который в размерных единицах выписывается в виде

𝑃𝑎𝑣𝑒 >
|𝛽2|𝜋2

4𝛾𝑇 2
𝑠

, (2.3)
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где 𝑇𝑠 — исследуемый временной интервал, равный в этой работе длитель
ности одного символа для OFDM или WDM сигнала. Рисунок 2.3 отобра
жает зависимость минимальной средней мощности сигнала, выше которой
могут существовать дискретный спектр, от длительности символа. Зеленые
линии показывают длительности символов, исследуемых в данной работе.
Для 10 нс порог находится ниже −30 дБм и составляет −33.8 дБм, в то
время как для 100 пс порог намного больше и составляет 6.2 дБм. Отталки
ваясь от этих значений, мы выбираем необходимые уровни мощности для
исследования каждого типа сигнала. Необходимо отметить, что на графике
представлена полная средняя мощность сигнала, однако для WDM систем
чаще используется средняя мощность на один канал. Далее это учитывает
ся при пересчете.

2.1.1. Модуляция

В работе используется квадратурно-амплитудная модуляция (QAM
— quadrature amplitude modulation), которая дает значительные улучше
ния для передачи данных. Для высших порядков модуляции достигаются
высокие скорости, однако требование на уровень шумом также возрастает.
Основные параметры систем, в зависимости от констелляционной диаграм
мы, представлены в Таблице 2.1. Первые три типа модуляции в Таблице

Таблица 2.1: Форматы QAM и сравнение битовой скорости

Модуляция Бит на символ Символьная скорость
BPSK 1 1 × bit rate
QPSK 2 1/2 × bit rate
8PSK 3 1/3 × bit rate

16QAM 4 1/4 × bit rate
32QAM 5 1/5 × bit rate
64QAM 6 1/6 × bit rate

хоть и называются фазовыми манипуляциями (PSK — phase-shift keying),
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но могут быть представлены через QAM модуляцию. Примеры констел
ляционных диаграмм, используемых в работе, представлены на Рис. 2.4.

2.1.2. Оценка качества передачи сигнала

Основными величинами для оценки качества передачи сигналов в оп
тической системе являются два параметра: EVM — error vector magnitude
и BER — bit error ratio. EVM определяется по формуле

EVM𝑚 =
𝜎err
|𝐸𝑡,𝑚|

, 𝜎2err =
1

𝐼

𝐼∑︁
𝑖=1

|𝐸err,𝑖|2, 𝐸err,𝑖 = 𝐸𝑟,𝑖 − 𝐸𝑡,𝑖. (2.4)

где полученный после распространения вектор 𝐸𝑟 отклоняется на вектор
𝐸err от переданного в идеальном случае вектора 𝐸𝑡, а BER связан с EVM

как

BER ≈ (1 − 𝐿−1)

log2 𝐿
erfc

[︂√︃
3 log2 𝐿

(𝐿2 − 1)

1

(𝑘EVM𝑚)2 log2𝑀

]︂
. (2.5)

В формуле 𝐿 это количество уровней сигнала, идентичных в каждом изме
рении созвездия, log2𝑀 — количество бит закодированных в каждом QAM
символе. Подробнее о данных параметрах можно прочесть в [35].

Q2-фактор связан с EVM как 𝑄2 = 1/EVM2. Этим определением мы
будем пользоваться в дальнейшем для оценки качества передачи системы.
Максимум Q2-фактора соответствует наиболее оптимальным параметрам
передачи.

2.2. OFDM сигнал

2.2.1. Формирование сигнала

OFDM сигнал сочетает модуляцию и мультиплексирование. Для фор
мирования символа используется термин "поднесущая" (в англ. варианте
subcarrier), которая в действительности является одной из Фурье-гармоник
в частотном пространстве, из которых формируется сигнал. Один изолиро
ванный символ на временном промежутке длительностью 𝑇 представляет
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а) б)

в)

Рис. 2.4: Констелляционные диаграммы для (а) QPSK, (б) 16-QAM и (в)
64-QAM модуляции.
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из себя сумму независимых поднесущих, промодулированных согласно вы
бранному типу модуляции:

𝑠(𝑡) =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘𝑒
𝑖2𝜋𝑘𝑡/𝑇 , (2.6)

где 𝑁 — количество поднесущих, 𝑇 — длительность символа, 𝑋𝑘 — данные.
OFDM сигнал состоит из последовательности таких символов, разделенных
защитным интервалом 𝑇𝑔, который в данном случае мы не используем. В
зависимости от типа модуляции, выбирается соответствующая констелля
ционная диаграмма (Рис. 2.4).

На практике количество поднесущих выбирается как 𝑁 = 2𝑝 (𝑝 — це
лое положительное число), для того, чтобы использовать алгоритмы быст
рого преобразования Фурье (БПФ). Схема формирования OFDM сигнала
представлена на Рис. 2.5. На вход подаются последовательные данные и
разбиваются на 𝑁 параллельных потоков. Каждый поток данных кодиру
ется согласно выбранному формату модуляции (QPSK или QAM). Каждый
отдельный поток соответствует определенной частоте, а закодированные
данные определяют комплексную амплитуду для данной частоты. Полу
ченные таким образом 𝑁 чисел используются далее в БПФ, результатом
которого является искомый OFDM символ. Последовательность таких сим
волов формирует полный OFDM сигнал, который используется для пере
дачи информации. Для декодирования сигнала процедура выполняется в
обратном порядке: выполняется обратное БПФ, данные декодируются и
восстанавливается их порядок.

2.2.2. Результаты

В размерных единицах измерения мы исследовали OFDM символы
с 10 нс длительностью и QPSK, 16-, 64- и 1024-QAM типами модуляции.
Количество поднесущих менялось от 16 до 1024 при полном размере БПФ
равном 1024. В первую очередь мы проверили меняется ли количество соли
тонов в сигнале при варьировании размера БПФ. О казалось, что начиная
с размера БПФ равном 128, при увеличении размера БПФ, количество со
литонов не изменяется.
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Рис. 2.5: Формирование OFDM сигнала

Далее мы набирали статистику из 200 сигналов с случайными вход
ными данными при фиксированных параметрах для каждой точки на гра
фиках. На Рисунке 2.6 показано как изменяется вероятность содержания
солитона в сигнале в зависимости от 𝐿1 нормы для сигнала с 128 подне
сущими и QPSK и 16-QAM модуляцией. Первый уровень 𝐿1 нормы, рас
считанный по формуле (1.33) и равный 1.57, лежит левее за пределами
графика. Далее в работе мы сосредоточились на исследовании зависимо
сти вероятности существования солитонов в сигнале от значения средней
мощности сигнала. Это обусловлено тем, что данная характеристика име
ет физический эквивалент и может быть экспериментально рассчитана в
эксперименте.

На Рисунке 2.7 (а) представлены результаты зависимости вероятно
сти существования солитонов в OFDM сигналах от средней мощности с
16-QAM от средней мощности сигнала. При увеличении количества подне
сущих необходимая для существования солитонов мощность увеличивает
ся. Этот эффект может найти объяснение в Рисунке 2.7 (б), который пока
зывает аналогичный график с учетом того, что средняя мощность делится
на каждый "канал" , под которым понимается соответствующая поднесу
щая. На графике видно, что в действительности вероятность существова
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Рис. 2.6: Зависимость вероятности содержания солитонов в OFDM сигна
лах с 128 поднесущими и QPSK и 16-QAM модуляцией.

ния определяется удельной мощностью каждого канала, которая не зави
сит от общего числа поднесущих. Как следствие, при увеличении числа
поднесущих возрастает и общая мощность сигнала, необходимая для су
ществования солитонов. Аналогичный эффект наблюдается и для других
типов модуляции (Рис. 2.8). Из полученных результатов можно сделать вы
вод, что полоса средней мощности на один канал находится в промежутке
от −42 дБм до −37 дБм. Исходя из этих данных, мы может предсказывать
границы существования солитонов для других сигналов.

Однако, тип модуляции также влияет на распределение вероятности.
Рисунок 2.9 демонстрирует, что при увеличении порядка констелляцион
ной диаграммы, а значит и при увеличении количества бит информации,
закодированной в одном символе, необходимая средняя мощность сигнала
для существования солитонов уменьшается. Этот факт хорошо заметен при
сравнении QPSK и других типов модуляции. Независимо от количества под
несущих наблюдается тенденция, что для QPSK модуляции средняя мощ
ность сигнала выше, чем для других. Если мы перейдем к зависимости от
средней мощности на один канал, то ситуация не изменится (Рис. 2.10).

Как и ожидалось, для сложного сигнала уровень 𝐿1 и 𝐿2 нормы (а
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а) б)

Рис. 2.7: Зависимость вероятности существования солитонов для OFDM
сигналов с 16-QAM и длительностью символа 10 нс от (а) средней мощно
сти сигнала, (б) средней мощности сигнала на один канал.

значит и 𝑃𝑎𝑣𝑒), при которой в сигнале существуют солитоны, выше, чем
для простого прямоугольно сигнала. Это согласуется и с критерием (2.3),
который может быть также использован для предварительно анализа в
других существующих системах.

На следующем этапе необходимо сравнить полученные уровни мощно
стей с уровнями оптимальными для передачи. На Рисунке 2.11 (б) показана
зависимость Q2-фактора для OFDM сигнала с 16-QAM, 128 поднесущими
и длительностью 10 нс от средней мощности сигнала. Параметры системы
были определены ранее в разделе 2.1. Максимум Q2-фактор в такой систе
ме достигает при уровнях мощностей −15 — −14 дБм. На Рисунке 2.11 (a)
видно, что при таких уровнях солитоны существуют во всех сигналах.

В общем случае солитоны и дисперсионные волны распространяются
по волокну различным образом. Самое главное отличие заключается в том,
что дисперсия для солитонов сбалансирована нелинейными эффектами.
Само существование солитонов в стандартном OFDM сигнале потенциаль
но должно вносить определенный вклад при распространении. Понимание
этого факта может повлиять на способы кодирования и модуляций сигна
лов в оптической коммуникации, поскольку может привести к улучшению
эффективности оптических линий связи. Однако на практике появление
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а) б)

в) г)

Рис. 2.8: Зависимость вероятности существования солитонов в OFDM сим
воле с длительностью 10 нс и (а) QPSK, (б) 16-QAM, (в) 64-QAM, (г)
1024-QAM модуляцией от средней мощности сигнала на один канал.



46

а) б)

в)

Рис. 2.9: Зависимость вероятности существования солитонов в OFDM сим
воле с длительностью 10 нс и (а) 128, (б) 256, (в) 1024 поднесущими от
средней мощности сигнала.
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Рис. 2.10: Зависимость вероятности существования солитонов в OFDM сим
воле с длительностью 10 нс и 128 поднесущими от средней мощности сиг
нала на один канал.
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Рис. 2.11: (а) Зависимость вероятности существования солитона, (б) зави
симость Q2-фактора для OFDM сигнала c 128 поднесущими и 16-QAM от
средней мощности сигнала.
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солитонов не оказывает большого влияние на динамику распространения
OFDM сигнала при полученных уровнях мощности. При более высоких
уровнях уже возможно наблюдать эволюцию отдельных солитонов в об
щем сигнале, однако эти события редки, и необходимы дополнительные
исследования, чтобы определить параметры и степень влияния солитонов
на сигнал.

2.3. WDM сигнал

2.3.1. Формирование сигнала

Технология спектрального уплотнения каналов (WDM — wavelength
division multiplexing) позволяет передавать одновременно несколько инфор
мационных каналов по одному оптическому волокну на разных частотах.
Она использует уже существующие линии связи и позволяет организо
вать двустороннюю передачу. Принцип WDM основан на том, что в од
ном оптоволоконном канале можно передавать информацию одновременно
на нескольких длинах волн. Каждая отдельная длина волны называется
"каналом" , и далее мы придерживаемся данной терминологии.

Один изолированный WDM символ формируется как сумма несущих
функций, промодулированных в соответствии с их несущей частотой и ко
дируемыми данными:

𝑠(𝑡) =

𝑁/2∑︁
𝑛=−𝑁/2

𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡𝐶𝑛𝑓(𝑡), (2.7)

𝑁 — количество поднесущих, 𝜔𝑛 — несущая частота, 𝐶𝑛 — данные (соот
ветствующие констелляционной диаграмме), 𝑓(𝑡) — несущая функция.

Без ограничения общности, мы рассматриваем следующую несущую
return-to-zero (RZ) функцию (Рис. 2.12 (a)):

𝑓(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2

[︂
1 − cos

(︂
4𝜋𝑡

𝑇

)︂]︂
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

4
or

3𝑇

4
≤ 𝑡 ≤ 𝑇

1,
𝑇

4
< 𝑡 <

3𝑇

4

(2.8)
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Рис. 2.12: Примеры несущих функций для WDM сигнала

В качестве несущей функции можно использовать также и другие RZ
функции, например

𝑓(𝑡) =
1

2

[︂
1 − cos

(︂
2𝜋𝑡

𝑇

)︂]︂
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 , (2.9)

представленную на Рис. 2.12 (б). Также используется широко распростра
ненная в коммуникации функция в виде фильтра с характеристикой типа
"приподнятый косинус" (ФПК), также известный в литературе, как raised
cosine filter. Во временном пространстве она выражается следующим обра
зом:

𝑓(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜋

4𝑇
sinc

(︂
1

2𝛽

)︂
, 𝑡 = ± 𝑇

2𝛽

1

𝑇
sinc

(︂
𝑡

𝑇

)︂
cos
(︀
𝜋𝛽𝑡
𝑇

)︀
1 − (2𝛽𝑡𝑇 )2

, иначе
(2.10)

Однако мы сосредоточимся на исследовании сигналов с несущей функцией
в виде (2.10), а другие форматы оставлены для будущей работы.

Данные кодируются по выбранному формату модуляции, а несущая
частота 𝜔𝑛 вычисляется по формуле

𝜔𝑛 = ∆𝜔 · 𝑛, 𝑛 = −𝑁/2...𝑁/2, (2.11)

где ∆𝜔 это межканальное расстояние, равное в этой работе 25 ГГц. Дли
тельность одного символа равна 100 пс.
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2.3.2. Результаты

На этом этапе работы мы исследовали WDM символы с QPSK, 16-,
64-, 1024-QAM и варьировали количество каналов от 9 до 51. Аналогично
OFDM сигналам, мы набрали статистику из 200 WDM символов для каждо
го набора параметров. Зависимость вероятности существования солитонов
в сигнале от средней мощности сигнала на один канал для разных типов
модуляции и разного количества каналов представлена на Рис. 2.13. Хочу
подчеркнуть, что в отличии от OFDM сигнала, на графиках представлена
средняя мощность, приходящаяся на один WDM канал.

Сравнивая график на Рис. 2.13 (a) с другими, можно отметить, что
для QPSK модуляции уровень мощности намного выше, чем для других ти
пов модуляции, и находится в узком промежутке от 5.8 дБм до 7 дБм. Для
16-, 64-, 1024-QAM полоса составляет от 2 дБм до 6 дБм. При увеличении
количества каналов пороговая мощность снижается, а разница мощностей
для разного числа каналов сохраняется для всех типов модуляции. Для
WDM сигнала мы наблюдаем такой же эффект, как и для OFDM сигна
лов: при увеличении порядка модуляции пороговая мощность уменьшается
(Рис. 2.14). Помимо этого, WDM сигналы с QPSK модуляцией имеют поро
говую мощность существования солитонов намного больше, чем с другими
типами модуляции. Также, для WDM сигналов разница между 16-, 64-
и 1024-QAM модуляциями существенней, чем в OFDM сигналах. Напри
мер, при увеличении количества каналов мы можем разделить 16-QAM и
64-QAM для 51 канала (Рис. 2.14 (г)).

Эти особенности демонстрируют, что, несмотря на схожие процессы
формирования сигналов, WDM и OFDM системы имеют разную внутрен
нюю структуру, а также по-разному зависят от выбранных параметров.

Для оценки уровней мощностей, оптимальных для распространения
сигнала, мы рассчитали зависимость Q2-фактора от мощности на один ка
нал, представленную на Рис. 2.15. Оптимальный уровень для передачи со
ставляет −14 дБм и находится в диапазоне мощностей, где солитоны не
существуют. Это представляет принципиальное отличие от OFDM сигна
ла, для которого оптимальный уровень мощности соответствовал сигналам,
содержащим солитонную составляющую.
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а) б)

в) г)

Рис. 2.13: Зависимость вероятности существования солитонов в WDM сиг
нале от средней мощности сигнала на один канал с длительностью 100 пс
и (а) QPSK, (б) 16-QAM, (в) 64-QAM, (г) 1024-QAM модуляцией
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д) е)

Рис. 2.14: Зависимость вероятности содержания солитонов в WDM сигнале
с (a) 9, (б) 11, (в) 13, (г) 15, (д) 31 и (е) 51 каналами.
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Рис. 2.15: Зависимость Q2-фактора от мощности WDM сигнала с длитель
ностью 100 пс и межканальным расстоянием 25 ГГц.

Тот факт, что солитоны не существуют в данном диапазоне, также
представляет интерес в рамках нелинейной теории передачи данных. Ес
ли солитонов не существует, то Ω𝑠𝑜𝑙 (1.18) отсутствует в формуле вычис
ления ядра задачи Захарова-Шабата (1.7). Это значит, что оставшийся
член (1.19), представляющий из себя простое преобразование Фурье, пол
ностью определяет ядро. В таком случае, существующие алгоритмы мо
гут быть упрощены, и нет необходимости вычислять полный нелинейный
спектр для осуществления нелинейного преобразования Фурье. Это свой
ство может быть использовано для улучшения передачи по оптическим
линиям связи.

В другом случае, при увеличении мощностей передачи, полученные
результаты могут помочь оценить условия, когда будут существовать со
литоны в WDM системе. В данных солитонах может быть закодирована
полезная информация, или же они могут использоваться как специальные
триггеры, которые будут сигнализировать о сбоях работы системы.

Полученные результаты для WDM и OFDM систем показывают, что
когерентные структуры являются неотъемлемой частью данных систем,
а значит должны исследоваться наравне с другими эффектами. Результа
ты представляют интерес, поскольку особенности, связанные с нелинейно
стью, могут быть оценены и использованы на практике. Для OFDM сигна
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лов уровни мощности, оптимальные для распространения, при определен
ных конфигурациях совпадают с режимом, когда в сигналах точно суще
ствуют солитоны. Для WDM сигналов существующие системы используют
режимы, когда солитоны отсутствуют, что тоже может быть использовано
для уточнения и улучшения существующих моделей.
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Заключение

Одной из целью этой работы было показать, что существующие ли
нейные системы в действительности нелинейные, и преодолеть фундамен
тальный барьер линейной парадигмы передачи данных. Нелинейные эф
фекты несут в себе потенциальную возможность увеличить пропускную
способность уже существующих систем. Эта работа является одним из пер
вых шагов в исследовании нелинейного преобразования Фурье, как ново
го фундамента для будущих волоконно-оптических систем связи. Предпо
лагается, что будущие волоконно-оптические системы связи, основанные
на NFT, превысят пределы пропускной способности существующих систем
WDM. Полученные результаты демонстрируют, что уже сейчас в стандарт
ных оптических сигналах возникают сугубо нелинейные эффекты, которые
не учитываются в рамках линейной теории.

В будущем нам также будет необходимо понять, как оптические сиг
налы могут модулироваться и демодулироваться в соответствии с новой
парадигмой, и как физические ограничения (например, ширина полосы ча
стот или ограничение мощности) могут учитываться и отображаться в про
странстве сигналов (в области нелинейного спектра), чтобы перейти от ма
тематической основы к фактической реализации системы. Чтобы избежать
возможных проблем из-за цифровой обработки, можно продумать схемы
для полностью оптической обработки (аналогично оптической реализации
преобразования Фурье для полностью оптического OFDM) или схемы для
сигналов мультиплексирования и демультиплексирования в области нели
нейного спектра (по аналогии с подходами OTDM — Optical Time Division
Multiplexing и WDM).

Другим важным моментом является понимание и моделирование пове
дения всей системы передачи. Поскольку некоторые эффекты распростра
нения и системные нарушения не могут быть учтены в рамках интегриру
емых уравнений (затухание, PMD, лазерный фазовый шум), точная ана
литическая модель системы недоступна. Кроме того, неясно как линейный
шум от оптических усилителей влияет на сигнал в области нелинейного
спектра. Поэтому нам необходимо реализовать точный численный симу
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лятор, который можно использовать для: проверки поведения системы и
изучения ее отклонений от аналитической модели, определения статисти
ческой характеристики канала, оценки достижимых скоростей передачи
информации, оптимизации модуляции и кодировании.

Модель также позволит нам исследовать потенциал передачи на боль
ших нелинейных и дисперсионных длинах, где NFT-системы позволят ис
пользовать новые режимы параметров, которые не достижимы при обыч
ных схемах линейной передачи даже при использовании нелинейной ком
пенсации.

Потенциал нелинейного преобразования Фурье огромен. Ожидается,
что результаты разработки алгоритмов НПФ окажут влияние, выходящее
за рамки основного способа их применения. Быстрые численные алгоритмы
и связанные с ними математические методы, будучи очень универсальны
ми, могут найти много междисциплинарных приложений, например:

∙ в фотонике для синтеза волоконных решеток [36], для разработки
перспективных волоконно-лазерных устройств [37] и для характери
стики экстремальных событий в виде формирования волн-убийц [38];

∙ в гидродинамике для нелинейного анализа океанских волн [39];

∙ в геофизике для анализа сейсмологических эффектов [40, 41]

и многих других, аналогичных линейному преобразованию Фурье.
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